St¢in A-F= |ﬁ||F| cosp=rcosep=¢ vyjadruje vzdialenost v ’lokalnej” suradnicovej sustave, meranu od
miesta ktoré je ur¢end polohovym vektorom f,. Podl'a obrazku je d’alej zrejmé, ze polohovy vektor r, ktory
lezi v Tubovolnom bode rozhrania ¥ (rovina z=0), spifia vztah: fi-F. =r sin$=7.

]

prostredie 1 prostredie 2

>y

oo i,

¥ rovina rozhraniaz=0

Kazda zo zloziek pola, podl'a obrazkov prilohy (ha konci) znazoriujtcich sikmy dopad elektromagnetického
vlnenia na rozhranie dvoch prostredi, v pripadoch, ozna¢enych ako 1 a ||, bude v symbolike komplexnych
vektorov popisana formalne rovnako:

|

( ) dOe 71”d‘f, ‘f]?[d (r) :‘f]?[doei}/1nd r' ﬁd B do :Z’l‘{]{do
f: ( ):fro a r’ 'qj[r (F) :}a[roe_}/1nr r’ ﬁr Xf :le?[
_ 772n -r iy =\ af e ZUN — - iy

E o(F Y=E L H(N)=H e o X Epo =2,H 5

Komplexné vektory Z,,, Hyo » Ergr Hog o0, 5{ prisluchaju  dopadajucej (d), odrazenej (r) a
prechadzajucej (p) vine v mieste ¥ =0. Po oboch stranach rozhrania (v prostredi 1 a 2) su fazory elektrickej a
magnetickej intenzity: £, = Z,H,,, E,, = ZH,, 18P. E,y =2Z,H ,, viazané “jednoduchsimi” vztahmi ako

prislusné rovnice s komplexnymi vektormi uvedené vyssie.

V d’al'Som budeme vychadzat’ z toho, Ze na rozhani (I =T ) zaznamenavame spojitost’ tangencialnych zloziek

E, =E,. H, =H,, (realnych) vektorov:

Ba(5)+E () =Eu(R),  Hu(B)+Ho(5)=H,u(%)
— Y —— =
E. E.. H, H..
Treba vsak zvlast uvazit' pripady s odlisnou priestorovou orientaciou vektorov pola: L - vektor E je
kolmy na rovinu dopadu (vektor E mé na rozhrani len tangencialne zlozky); ||- vektor E lezi v rovine

dopadu (je s fiou rovnobezny), takZe vektor ktory ma na rozhrani len tangenciélne zlozky - je vektor H .
Tieto okolnosti s v komplexnej symbolike vyjadrené rovnost’ami:

Prvy pripad L : & =%, E,=E,, asUasne H,=H, +H, ,H,=H, +H,

komplexné vektorové rovnice fazorové rovnice
Z,(5)+E () = E, (%) £y (K)+E () =E, ()
Y ﬁf_‘ — Y.
‘ gz E E,
( )+ ( )= o (1) Hy () —H () =H () | < plati len pre tangencidlne zlozky #,
%{—/ — | —
}[11 .'7?[ '7-[“ }[Zl




ROVINA DOPADU Xl

y=0, g y=0

ROVINA/DOPADU
Hr

[

>
[, n12
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ROVINA ROZHRANIA

prostredie 1

V prvom prostredi su sthlasne orientované vektory E,,E, . Normalové zlozky H,,,H, st orientované tiez
sthlasne, ale tangencilne zlozky H,,H, s orientované opa¢ne. Tangencidlna zlozka H, v prvom

a tangencialna zlozka H , v druhom prostredi, su vSak opét’ orientované rovnakym smerom.

Druhy pripad || : #, =H,, H,=9H, astasne E =%, +E,, E, =Ey + L,

komplexné vektorové rovnice fazorove rovnice
9,y (%) + 5, () = 9, () Hy (%) + 3, () = 9, (F,)
ﬁ—/ J —_— N )
7'[1 7? ’{’-[1 -7'[2
fdt (rp)+ fn ()= ﬁpt (ry) Ey(R)—E,(r5) = 2 (r;) |« plati len pre tangencialne zlozky Z,
5’—J \ ~ J — ——
le Zzt I’“ IQ‘

ROVINA DOPADU
y=0

1 y=0

ROVINA

[X].« prostredie 2 DOPADU

[z
\3[3/]

N2 —= N1

prostredie 1 prostredie 2
z=0—1

ROVINA ROZHRANIA

Gaprostredie 1 720

ROVINA ROZHRANIA

V prvom prostredi st suhlasne orientované vektory H,,H,. Norméalové zlozky E, ,E, st orientované tiez
sthlasne, ale tangencialne zlozky E,,E, su orientované opacne. Tangencialna zlozka E, v prvom

a tangencialna zlozka E ; v druhom prostredi, si vSak opét’ orientované rovnakym smerom.

Vzhl'adom na (predpokladané) nekonecne rozl'ahlé rovinné rozhranie medzi prostredim 1 a 2 dostaneme
rovnaké podmienky v jeho T'ubovolnom bode, nezavisle od 1, aj pri , >0, ¢o predstavuje bod

(x,y,z) = (0,0,0). Aby sme vsak tieto podmienky odvodili, musime najprv uvazovat’ o vSeobecnom bode T; .

Ak ma byt splnené, L : E =F,, E, =%, ,resp. || : H,=H,, H,=7, , musibyt:



-l T A _ 72T AR A _ 72y T
Eq0€ +E,.€ =T, Hyol +H e =7 e

Zdoe—ylrzsin.ﬂd _i_froe—ylrzsin&r — Zpoe*hrzsms'p }[doe—ylrzsinsd +y_[r0e—y1rzsin.9, :}[poe*nrzsmsp
Ego +Eo =, < Splnené prir, =0 Hyo+H, o =H ,, <—splnené prir, =0
To v oboch pripadoch vedie k poZiadavke rovnosti e 72=5"% =g 72N —g772%% pryy 7 pich mozno

splnit’ pre kazdé ry lenak: sin3, =sin3y = 9, = 9, o znamena ze uhol odrazu je rovnaky aho uhol dopadu.
Zjednodusime zapis zavedenim nového oznacenia 8, =9;, 8, =9; a 8, =9,. Potom druhd rovnost’, znama

ako Snellov zakon (lomu) vedie k podmienke: y,sin8, =y,sin3,. Teraz uz mézeme polozit' ry =0. Z
obrazkov v prilohe sa 'ahko zisti, Ze tangencidlne zlozky (L: Ht all: El ) st vyjadrené kosinovymi priemetmi
pri prislusnych uhloch 9,, 8, , takZze fazorové vyrazy nadobudni tvar, 1. Eygo+E=Ey ,

(.q'[do —.'7‘[,0)00391 = ?{po COSSZ , | | j{do +.7'[r0 = .(]'[po y (‘Edo _fro)cosgl = Epo COSSZ . Dosadime pOStupne
VZt’ahy, 1: }[do =fd0/Zl, }[I’O ZZI’O/Z]. a ﬂpO:Zpo/Zz; ||:Zd0=Zl}[d0’ ‘ZI’O =Z1}[r0, ZDO:ZZ}[DO' a
dostaneme, L: (E4q—E,0)2,C089 = 02,089 ; | |1 (#Hyo — ) 210088, = # 14 Z,c089, . Odkial, po mensich
upravach, odvodime
oo Epo _ 27,0089, b, = Ero _ 22€088, - 2,C089, r—p, =1
LBy, 2,089, +2,0s8, T Ey,  2,0089,+2,6089, - Tt
0= H o 27,0089, _H,o 2,088 -2,c089, y-p 1

Hyy  2,0059, 42,0089, | T 9y, 2,0089,+2,0089,

Tieto, tzv. Fresnelove vztahy, spolu so Snellovym zakonom y,sin3; =y,sin3, resp. sing, = X gin 9,
V2

cos9, = /l— (;:—1)2 sin? 9, , pri znamych charakteristickych (vlnovych) impedanciach z,, 2z, a konstantach
2

Sirenia (vlnovych konstantach) y,, y, a danom uhle dopadu 3; umoziujt stanovit’ prenosovy (transmisny)

koeficient 7 a koeficient odrazu (reflexny koeficient) p. Vzhl'adom na definiciu tychto koeficientov zo
vtahov, L:Eyo+Eyo =Epo; | |1 Hyo + 9,4 = 4 o dostaneme,

y= 0 [X]
L Eyo(U+p)=Ep =7, g0 =>1+p, =17, ; ROVINA/DOPADU
||::7'[d0(1+pH)Z}[pO:TH.’]‘[dO:l‘FpH =TH . i o
Fézory prislusnych zloziek pol'a (# v prvoma £ v druhom pripade) potom ir =
ur¢ime na zéklade ich vizby s impedanciou prostredia. Oba diskutované & =
pripady sa stotoznia pri uhle dopadu 3, =0, tzv. ko/my dopad, kedy: Pnp
Epo 27 Eo  Zp-7 M @
r=Ee 2 p =02 L o p =1 - -
'Zdo ZZ +Z1 Zdo ZZ +Zl Ed Hp
H 22, Heyo  2y-2 L 7
T T Pl T TP L e
Hyo 2Z1+2, Hyo 2Z1+2, 7
tu st v8etky zlozky vInenia s vzhl'adom na rozhranie tangencialne. prastredie 1 [NIEIEIEE
z=0—1
SPECIALNE PRIPADY: ROVINA ROZHRANIA

Brewsterov uhol, 9, = 95, koeficient odrazu je nulovy, vinenie je bez zbytku pohltené druhym prostredim,
neodraza sa. Kriticky uhol, 9, =9, koeficient odrazu ma jednotkova amplitidu, nastava totalny odraz.

Vlnenie v druhom prostredi ma zmeneny charakter (pozri d’alej) - tesne za rozhranim totiz nie je pole ”zrazu”
nulové! - prechod musi byt spojity. Ak st veli¢iny y,, y, komplexné, vztahy y;sin8; =y,sin3, resp.

cosd, ==+ /1—(ﬂ)2 sin?9; mozu viest ku komplexnym uhlom 9,, 9,. Uhol 9, bude komplexny aj pri
V2

realnych hodnotach y,, y,, (rozhranie medzi idedlnymi magnetodielektrikami, x, =0, x, =0) aj pri redlnom
uhle dopadu: 9, > 9.



Brewsterov_uhol 8; — prvy pripad:. z podmienky p, =0 vyplyva z,cos3; =2z,c0os3, . Stucasne plati

y15iN8; =y,sing, (Snellov zakon). V pripade idedlnych magnetodielektrik, kedy 2z, = u/e

Zy=Atty €, @ ¥y = jo e, , ¥o = jorju,e, , po dlhej Gprave dostaneme: tg9i = £ Sy~ 5ol , €O
Hy &y — &1y

Ha
H
z,c089; =2,c059, a vzhladom Snellov zdkon, v idedlnych magnetodielektrikach opédt’ dostaneme:

pri g, = g, vedie k vyrazu tg9; = . Brewsterov uhol 8, —druhy pripad: z podmienky p, =0 vyplyva

& Sl — &M
&1 Sy — &My
tak, Ze za istych okolnosti sa zvdzok elektromagnetického vinenia (napriklad 1G¢ svetla) odrazom od rozsiahlej
plochy (hladina mora, povrch mesiaca) mdze polarizovat’. Znamena to, Ze z vlnenia, v ktorom pred dopadom

th\lH = , Co teraz dava thlH = /2 , Pri wy = u, . Zaujimavy dosledok sa prejavi napriklad
&

boli vektory E orientované - vzdy kolmo na smer §irenia - ale tak, Ze obsahuju aj | aj L zlozky, sa po odraze
vytrati zlozka | a zvézok (luc) obsahuje len zozky L. Takéto, odrazom polarizované svetlo mozno potom viac

999

¢i menej zatlmit' (“zhasnit™) vhodne natoCenym tzv. polarizaénym filtrom (beZna prax pri fotografovani
vodnej hladiny pocas zapadu slnka).

Kriticky uhol, 3.
Pretoze y,sin9;=y,sin9, , je v idedlnom magnetodielektriku ./e,u;sinS; = Je,u,85iNY, ,  resp.

cos Y, =i«/1—sin282 == fl—%sinﬂl . Nech uhol dopadu 3, je realny. Ak bude &4, > &,1,, 0d iStej
2572

hodnoty 9, > 8, bude vyraz pod odmocninou zéporny. Oznaéme a’ = &k gin? 9,, ak teda a® >1, cos9,

&ty
_|25c089, - Z,c09,| _ (Cosglx}/lzgl F J'b\/ﬂlfz)
| Z,0089 + 2,089, | (Cosgl\m; jb\@)

hodnota podielu dvoch komplexne zdruzenych Cisiel a faza koeficienta odrazu je o =7 2arctg

= +j\Ja? —1==jb. Potom zjavne |p, | =1, ako absolutna
NS
cos9,\/ 16,
Nie je tazké zistit’ aky charakter ma vinenie v druhom prostredi. Prislusny fazor, ktory vinu opisuje je dany
vyrazom: E,(F) =Ee """ =, e 720%™ M%) | kedze jednotkovy vektor odkloneny odosi z 0 9, je:
n, =u, cosd, +U, sing, a polohovy vektor: r =zl, + xu, . Teraz je ale uhol 9, komplexny - v diskutovanom

pripade cosS, =+jb a sin9, :i\/l—COSZSQ = i\/l—(jb)2 = i\jl—(jb)2 =i\/l+b2 =+a Uvazme, 7Ze v

idealnom magnetodielektriku je y,=jB, a V Ey = Exe!” zvolme y=0. Matematicky mozné rieenia
potom su

£, (F) = Ez—jﬂz (FijbzFax) _ Ezeiﬁzbzeijﬂzax _ EzeiAzeijBX - Ezeiazeijﬂx

V poslednom vyraze ¢leny: A= B,b a B = f3,a s na miestach, kde v dobre znamom ”’jednoduch§om” pripade
byva « a S, ako je to aj vySSie naznacené. Skutocnost’, Ze uhol 8, - urCujlci smer §irenia sa viny v druhom
prostredi je komplexny, treba potom interpretovat’ takto. Tam, kde z = Konst. - je konStantna amplituda viny

. +ij .
(vyraz EzeJ—rAZ ); tam, kde X = konst. - je konStantna fiza viny (vyraz e~ JBX). Vinenie v druhom prostredi

predstavuje tzv. nehomogénnu vinu, v ktorej plochy konstantnej amplitady (roviny z = konst.) a plochy
konsStantnej fazy (roviny X = konst.) nie su totozné, ale st navzajom kolmé. V diskutovanom pripade sa vinenie
zjavne §iri v smere osi X - t.j. pozdiz rozhrania a jeho amplitiida (v prostredi 2) - sa v smere osi z, t.j. v smere
kolmom na smer Sirenia postupne zmensSuje na nulu - fyzikalny zmysel v diskutovanom pripade davaju teda

zaporné znamienka a timenie viny v smere je dané hodnotou A= gB,b= 4, |COS 32| .



