VIIL. DYNAMICKE ELEKTROMAGNETICKE POLE

11.1. MAXWELLOVE ROVNICE.
e Posuvny prad a rovnica kontinuity e Maxwellove rovnice a vinova rovnica vo vakuu e
Maxwellove rovnice v prostredi vyplnenom latkou e Lorentzova tedria mikroskopického pol'a

VI11.2. ENERGIA POTLA.
¢ Poyntingov vektor a rovnica kontinuity e VVyzarovanie Energie o \/ykon a Jouleove straty

VIL3. VLNOVE ROVNICE.
e Skalarny a vektorovy dynamicky potencial e VInové rovnice pre dynamické potencialy e
Lorentzova podmienka e Riesenie vinovej rovnice v bezstratovom prostredi e Retardované
potencialy e Hertzove vektory

V nasledujucom texte budeme pouzivat podla okolnosti explicitné - alebo strucnejsie,
implicitné oznacovanie Casovo-priestorovych veli¢in. V kazdom pripade vSak treba mat na
pamiti, ze vzdy:

e budiace veli¢iny lokalizované v objeme (Q2) alebo na ploche (2):
Qn=Q,), 1,5 =1,(t) -sufunkcie casu

e 0bjemové ¢i plosné hustoty budiacich veli¢in:

q, =q,(F,t),J, = J,(F,t) - su funkcie polohy a &asu

e vektory intenzity a hustoty toku elektrického aj magnetického pol'a

E =E(r,t),H = H(F,t), D= D(F,t), B = B(Ft) - su funkcie polohy a ¢asu
e skalarny, vektorovy potencial aj Hetzove vektory

@ =o(F,t), A= A(F,t),IT = TI(F,t), — st funkcie polohy a asu



VIlL.1. MAXWELLOVE ROVNICE

Posuvny prud a rovnica kontinuity

Pri vySetrovani statickych poli sme poznali, Zze zakladné zakony, mozno zhrnut’ do Styroch diferencialnych rovnic (zapiseme
ich po dvojiciach), pre dva druhy poli

elektrické pole: magnetické pole:
rotE =0 rotH = J, VIIL(1.1)
divD =q, divB =0

Pri konstantnych hodnotach & a u, t.j. v homogénnom a v linearnom prostredi, ak uvazime vztahy D=¢E a B=puH ,
dostaneme rovnice

rotD = 0 rotB = uJ,
divD =q, divB = 0
rotE =0 rotH = jv VIIL(1.2)
divE = 3 divH =0
&

Podra nich, pole Pubovolného z vektorov D = D(F), E = E(F), B =B(r), H = H(F) bude uréené, ak bude dan4 jeho rotacia
a jeho divergencia. Pravé strany rovnic obsahuju zdrojové veli€iny, ktoré st bezprostrednou (hned’ pozname, ze nie jedinou )
pri¢inou existencie jednotlivych poli: objemova hustota volného elektrického néboja q, (C/m% a plogna hustota

vodivostného pradu J, (A/ m?). Ak je v kazdom bode priestoru nulova aj divergencia aj rotacia (t.. g,=0,resp. J,=0)je
vsade nulové aj prislusné pole. Ak je aspon v ¢asti priestoru q, = 0resp J, =0, bude nenulové pole D, E, resp. B,H ajto
aj v tych bodoch, kde je q, =0resp. kde je J, =0 Vv tychto bodoch je nulova (len) jeho roticia. Dalej sa budeme zaoberat

pripadmi v ¢ase premenlivych poli. Uvidime, ze bude mat’ zmysel hovorit’ uz len o jedinom, elektromagnetickom poli, pretoze
elektrické a magnetické veli¢iny st navzdjom pricinne viazané. Najprv vSak rozoberme nasledujuci poucny priklad,

jednoduchého, v ¢ase sa meniaceho pola. Predstavme si oblacik voIného elektrického ndboja Q| , uzavretého pdvodne do
objemu gule s polomerom r, =r,(0), ako sa pod Gi¢inkom vzajomnych odpudivych sil, pozri obr.VIL1, rozpina rovnomerne
na vsetky strany. VV danom okamihu t je ndboj rozlozeny v guli s polomerom r, (t) , s ndm neznamou ale podrla stredu gule
stmernou objemovou hustotou g, (r,t) . Povrchom Tubovolnej (myslenej) gule s polomerom r <r,, ktoré je koncentricka s
povodnou gulou, prendsa sa ndboj. Preto, v objeme gule (Q2) s polomerom r,, tecie v okamihu t radidlnym smerom
elektricky prad

VI dt

Pritom dQ,, je mnozstvo naboja prenesené¢ho v danom okamihu von z objemu gule () s polomerom r (cez plochu X =

__dQ_vQ>0 *)

4zr?) a prisluina pradova hustota na povrchu (X) tejto gule, s vyuzitim (*), je

| 1 dQ, d Q
J r)= VX — _ vQ) e vQ 0 *k
/() Axr®  Anr? ( dt j dt[ 4rr? j g )
dQuo

Akje Q,, >0, a ak pohyb kladného naboja povazujeme za smer prudu, je at < 0, pretoze naboj objem gule opusta. Vo

vyraze (*) preto musi byt’ zporné znamienko, aby bolo 1, >0 . Poznamenajme, ze mimo objemu gule s polomerom r, (t)

nie je vokamihu t Ziadny elektricky naboj, preto v tejto Casti priestoru prud nete¢ie. Skusenosti nam napovedaju, Ze tam, kde



tecie elektricky prud, existuje aj magnetické pole - pozri Biot-Savartov zdkon, alebo hoci vztah pre rotaciu H VII(1.2).
Aké je teda magnetické pole v nasom priklade? Az po prekvapujicom zisteni, Ze musi byt vSade nulove(!) dostavame sa o
krok vpred na ceste k pochopeniu zakonov elektromagnetického pola. Povedali sme uZ na inom mieste, Ze symetria ¢asto
posobi ako zakon v prirode (v naSom ponimani "vel'mi silny"). Napriklad v diskutovanej ulohe, z dé6vodov symetrie nemoze
ziadna z veli¢in pol'a zavisiet’ od uhlov & resp. y (na opis tu samozrejme vyberieme sféricku stradnicovu ststavu so

stredom v strede myslenej gule).

au(r) LD g 3,(r)

r<ry(t) r>ry(t)
Q,(rt)y<qQ] 1,(rt)>0 Q(rt)y=Q] 1,(rt)=0

Obr.VII1.1. Na objasnenie posuvného pradu

Z tych istych prigin, bez porusenia symetrie, okolo radialnych pridnic nemézu sa nijako uzavriet’ silo¢iary magnetického
pola. Ziadny smer v priestore nie je preferovany, a preto sa tu nemoze vytvorit’ pole ktoré by tato symetriu porusovalo. Aj v
podobnom pripade, keby tiekol celym priestorom prad s konstantnou pridovou hustotou povedzme v smere osi [X],

magnetické pole v celom priestore by bolo nulové. Ak je magnetické pole nulové, je nulova aj jeho rotacia (upozornime
ovsem, ze opa¢nd implikacia neplati). Podl'a vyrazu rotH = j\,, VI1(1.2) by mala byt nulova aj pradova hustota. Dostavame
sa tak do sporu s vyrazom (**), podla ktor¢ho je hustota priidu v objeme gule s polomeromr, (t) nenulova. Na zaklade

Q

Gaussovho zékona, (integralny tvar vyrazu divI5=qv , VII(1.1) vieme, ze pri r>r (t) je D(r)= ppca
r

celkové (pdvodn€) mnozstvo néboja v Case nemenné. Pripominame, ze pri r >, (t) je 1, aj J, nulove, takze v tejto casti

kde Q! je

priestoru niet sporu. Pri r <r,(t) , nakol'ko naboj Q. (t) = I()r q,(r',t) dv'sa v tejto casti priestoru s ¢asom meni (ubtda), je

ale
t
D(r.t) = Sl (=)
Ay
funkciou casu, samozrejme: Q,,(t) <Qy .V objeme gule s polomerom r, (t), na povrchu kazdej myslenej gule s polomerom

r<r,(t) je, ako to vyplyva z porovnania (**) a (***) : J, = —(L—? >0. V casovo-premenlivom poli namiesto prvého z

vyrazov VII(1.2), rotacia intenzity magnetického pol'a musi spiiiat’ rovnost:
dD

rotH = J, +— VIL.(1.3)
dt

Podra nej je tu v kazdom bode priestoru rotH nulova. K tomu sa prida aj nulova divergencia, lebo pri konstantnej hodnote
i, je: divB = udivH =0 a je zaver jediny - nulové pole H . Uginok elektrického pridu s hustotou jv >0 je

kompenzovany fiktivnym pradom posuvnym (Maxwellovym) s hustotou Z—?< 0. Podla VII(1.3) majua teda oba ¢leny,

- dD : - , dD . :
J,>0 aE<O rovnaky Gcinok, oba st zdrojmi magnetického pola. Zmysel vyrazu Y este blizsie ozrejmime.

Overme, ze v poriadku je i rovnica konzistentna s Faradayovym indukénym zakonom, (touto sa v nestacionarnom poli



nahradza prvy vztah: rotE =0, podla VII(1.1), ktory plati len v statickom pripade, vyrazom
ot =~ 98 VIL.(1.4)
dt

Kedze je KEzjv a prudova hustota ma zlozku len do radidlneho smeru, pricom z dovodov symetrie musi byt

0109=0, 0/0y =0, rotécia E je nulovéa. To je v sulade s nulovou hodnotou B (ajH ).
Vratme sa este raz k otazke stivisu voI'ného naboja a vodivostného pridu vo v§eobecnosti. Zo zdkona zachovania elektrického
naboja vyplyva, ze jeho ¢asova zmena - bytok v nejakej oblasti Q - musi byt rovna pradu ktory z daného objemu vyteka
cez hrani¢na plochu ¥, teda cez prislusny povrch, teda

l,=- dQ,

oodt
Ak tento prad vyjadrime pomocou jeho plosnej hustoty, J, na hrani¢nej ploche, a naboj v oblasti Q pomocou jeho
objemovej hustoty g, , dostdvame vyssie uvedent rovnost v tvare

3,05 = (o, av - - flfac

vyuzili sme pritom Gaussovu vetu, pozri Dodatok (2.11) na upravu integralu s pridovou hustotou J,. Po prepisani do
diferencialneho tvaru, dostaneme vysledok znamy ako rovnica kontinuity

dqtv 0 VIL(L5)

divd, +

V stacionarnom poli je dg,/dt=0 a preto aj divjV (r,t)=0.
Vyraz VII.(1.5) mozeme dostat’ ipriamo, vykonanim divergencie na oboch stranach vyrazu VII.(1.3), S vyuzitim
div(rotﬁ ) =0. ldentita: div(rotlf) =0 je splnena pre F'ubovolna vektorovi funkciu F(r).

div 5V+d—D =0 VI1.(1.6)
dt
Stadi len zamenit poradie operacii derivacia podla dasu a divergencia pri vektore D = D(F,t) a dosadit divD = q,-

Maxwellove rovnice a vinova rovnica vo vakuu

Vztah divD = g, , rovnica VII(1.3) a rovnica kontinuity VII(1. 5) st navzajom zavislé. Da sa ocakavat, ze ¢asova zmena

(derivacia) vektora D, ktora iste suvisi s posunom viazanych (polarizaénych) nabojov v latke ( D= 80E+ P ), prejavi sa
navonok ako pradova hustota, v stlade s vyrazom VI1(1.6). Nevieme, ¢i bol Maxwell prvy, kto takouto, alebo podobnou
Givahou dospel k poznatku, 7e asova zmena vekora D je ekvivalentnd, o do uginku, s elektrickym pridom. Bol to viak on,
kto uviedol vztah VI1I(1.3) ako jeden zo zakladnych zakonov elektromagnetizmu v ¢asovo-premenlivom, (tiez dynamickom,
alebo nestacionarnom) poli, popri vztahu V1I(1.4) (ten je v8ak len prepisom znameho indukéného zékona Faradayovho), a
vztahoch pre divergencie veli¢in, ktoré sa aj tu zachovavaju v tvare VII(1.1) a VII(1.2). Aby sme hlbsie pochopili zmysel

VI1(1.3), dosad'me do tohto vztahu: D=g,E+P a J =«E , bude

rotH =KE+80d—E+d—P VIL(L.7)
dt dt
V nevodici a v prostredi s nulovou polarizaciou (x =0, P =0), napriklad vo vakuu, zostava zo VII(1.7) len
rotH = &, ?j—'tz VIL(1.8)

Pri¢inou vzniku magnetického pola v takomto pripade (na pravej strane rovnic typu VII(1.1) resp. VII(1.2) ) sa vzdy zdrojové
veli¢iny) je len ¢asova zmena elektrického pola ! Tzv. posuvny (Maxwellov) prid vo vakuu nepredstavuje dokonca Ziadny
transport naboja ani vodivostného ani fiktivneho (spdsobeného polarizaciou). Mozno by bolo namieste pozmenit (rozsirit)

definiciu elektrického pridu! Ak dalej podla VII(1.3), dosadime B = yo(l:l +M) a pole bude v prostredi s nulovou
magnetizaciou, pri¢inou vzniku elektrického pola, méze byt len ¢asova zmena magnetického pol'a



rotE = —u, Z—T VIL(1.9)
Tato "podivna situdcia" bude este vyraznejsia ak z uvahy vylic¢ime aj volné elektrické naboje, ktoré by mohli byt’ napr.
emitované nejakym telesom. Potom niet "zdrojov", a existencia elektrického pola je dana ¢asovou zmenou magnetického
pola, zatial'éo existencia magnetického pol'a je dand ¢asovou zmenou elektrického pola. To sme uz poéuli: z vajca je
sliepka - zo sliepky je vajce ... Vari takto, a podobne, mohli namietat’ Maxwellovi su¢asnici. Treba vediet, ze v r.1873, ked’
James Clerk Maxwell publikoval svoj slavny spis: The Treatise on Electricity and Magnetism, chybalo este 14 rokov do ¢asu,
kedy Heinrich Hertz podal experimentalny dokaz o existencii elektromagnetickych vin, ktorych rovnicu vo vakuu dostaneme
prave zo VII(1.8) a VII(1.9). Ak vypogitame rotaciu oboch stran rovnice V1I(1.8), bude na jej pravej strane vystupovat’ ¢asova

derivacia vyrazu ( rotE ), kam mozeme vyraz VI1(1.9) priamo dosadit

- d, - d dH d(dH 1 d*H
rot{rotH |=¢g,—(rotE) =g, — | -4, — |=— — | — ===
(rotH) =, 5 (1E) godt{ o dtJ EOﬂOdt[dtJ ¢ dt?

Zamenit poradie derivacie podla asu a aplikovania diferencialnych operatorov (grad, rot, div alebo V?) je vzdy dovolené,

.. C o . . L A . . 1
pretoze cas (t ) je prave tak nezavislou premennou, ako priestorové stiradnice (). Uvazili sme pritom, tieZ &y, = — . Keby
c

sme ten isty postup uplatnili pri vztahu V11(1.9), dostali by sme taky isty vysledok ako vyssie, ale tentokrét pre vektor E .
Ak pouzijeme vyraz (2.03) z Dodatku na vyjadrenie dvojnasobnej rotacie: rot(rotlf) =-V?F +grad(divlf), s uvazenim
rovnosti divH =0, ktora vyplyva priamo zo vieobecne platnej rovnice divB=0, ked7e B=uH a x -je konstanta a tiez
rovnosti divE =0, lebo D=¢E, ¢ -je konstanta a podla predpokladu v priestore niet nébojov, teda: divD=gq, =0,
dostivame pre vektory E a H vo vékuu dve, tvarove rovnaké, tzv. vinové rovnice
1 d?H(F,t) 1 d’E(F.1)
¢?  dt? ¢®  dt?

Z tedrie diferencialnych rovnic je zname, (pozri Dodatok (3 .05)) ze rieSenim VII(1.10) su l'ubovolné funkcie argumentu

V2H(F,t) = V2E(F,t) = VI1.(1.10)

r ., ., . ., . . o 5 . T
(t + —j , av kartezianskej suradnicovej sustave, je: I = «f x? +y?+2% . Ponechdvame na ¢italel’a, aby sa sam presvedgil, ze
c

vysledok aplikovania operatora: V> =0° /ox* +0° 1 6y> +0° 10z, na akukolvek funkciu f(tiLJ sa od vysledku po
c

. . . r . .
aplikovani operatora d®/dt?na ta istd funkciu, 1isi len o stginitela: -1/c”. Riesenie typu f [t i—j predstavuje vinenie,
c

, r . .
ktoré sa $iri rychlostou: ¢= . Hodnotu, ktortt ma funkcia f (t J_r—j v okamihu t=t, v mieste r =r,, nadobudne v
c

1
\Eoth

. . r,—r, . . I, r.
mieste r, vokamihu t, =t F+-2—2, ako to priamo vyplyva z rovnosti jej argumentov: t, £+ =t, +
c c

2
C

V casti priestoru, kde niet zdrojov (g, =0, J, =0) mdze existovar elektromagnetické pole len ako vinenie. Ak bolo pole
vybudené, ako désledok (docasnej) existencie zdrojov ¢, =0 alebo/aj J, =0 v nejakej casti priestoru, bude po istom case
samostatne existovar v kazdej casti priestoru a to aj po zdniku pévodnych zdrojov (q,, J,).

Maxwellove rovnice v prostredi vyplnenom ldtkou

Uvedieme este raz Maxwellove rovnice v diferencidlnom aj v integralnom tvare, spolu s niektorymi d’al’Ssimi, délezitymi
vztahmi, tak ako ich neskor pouzijeme pri vyklade tedrie dynamického pola.



diferencialny tvar : integralny tvar :
oD

rot = J, + 22 GH -dr =1, + 22 VIL(111)
ot ! ot
rotE = -8 gSE-dF=—a(DM
at ! ot
divD =g, {pD-ds=q,
R o VIL(1.12)
divE =0 pB-ds=0
z

pritom vektory J,D,B, ktoré reprezentujui hustotu tokov: |, - elektrického (moZno nie najSt'astnejSie nazvaného prud),
@ - dielektrického a ®,, - magnetického, mozu byt vyjadrené takto:

J, = «E | =j J,-ds  pricom @SJ‘V.dg:o VIL(1.13)
z

D=¢E=¢E+P ®, =[[D-ds pricom pD-ds=Q,
L B . - o VII.(1.14)
B=uE=pH+uM @, =[[B-ds pricom JpB-ds=0

z z

Pri prepise rovnic z diferencialneho tvaru do integralneho, alebo opacne, vyuzivame Stokesovu a Gaussovu vetu, ktoré su
uvedené v Dodatku ako (02.11) a (02.12). Tu si treba uvedomit’, ze rovnice v diferencialnom tvare sa tykaju vzdy toho istého

bodu v priestore, takze napriklad rotH podra prvej z rovnic VII(1.11) vFavo, sa rovna saétu pradovej hustoty J a &asovej
zmeny 6D/ étv jednom a tom istom mieste. Naproti tomu, integralne rovnice hovoria o vizbach veli¢in v rozdielnych
&astiach priestoru ! Podl'a prvej z rovnic VI1(1.11) vpravo, je cirkulacia intenzity pola H pogitana po krivke I' rovna saétu
vodivostného pradu |, (teda hustoty ,.elektrického toku®) a ¢asovej zmeny dielektrického toku ale /&t prechadzajucimi
tou plochou X, ktora je krivkou I" ohrani¢ena. Analogicky, v prvej rovnici rovnici VII(1.12) vpravo, je integralnym zakonom
viazany vytok vektora D cez povrch X, s volnym ndbojom, ktory je uzavrety v objeme €, ohrani¢enom plochou
(povrchom) X, zatial'o v prvej rovnici VII(1.12) vlavo vystupuju obe veli¢iny divD aj g, Vv tom istom bode priestoru.

Zavedenie konstant ¢,u je podmienené tym, Ze vektor polarizacie je umerny vektoru intenzity elektrického pola:
P= EoKe E, potom &= &1+ x:) =&, , apodobne, ze vektor magnetizacie je imerny vektoru intenzity magnetického pol'a
M = Ky H , a potom je H=p,(1+xy) = o, . Vplyv prostredia vyplneného latkou je v takychto pripadoch zahrnuty v
konstantach znamych ako dielektrickd x. a magnetickd «,, susceptibilia. Ak tu vztah priamej imernosti neplati, nemusi
mat’ pouzivanie ¢ a u prakticky vyznam, (v takom pripade mézeme uvazovat, ze ¢ a u neexistuju) a pri vyjadrovani
vektorov D, B potom mozno (alebo treba) pouzivat vektory P,M .

Riesenie takychto uloh sa ale zvycajne komplikuje tym, Ze vektory polarizacie a magnetizacie zavisia zlozitej$im sposobom,
(t.j. nie linearne) od intenzity pola E resp. H a spitne, intenzita oboch poli a ich Gasova zmena ovplyviiuji vektory P a
M.

Dosadme do Maxwellovych rovnic v diferencialnom tvare VII(1.11) a VII(1.12) vztahy VII(1.13) a VII(1.14). Naviac,
rozsirime vyraz pre hustotu prudu tak, ze napiseme: J= jo +xE, kde je pridana hustota pridu vniteného nezavislym

vonkajsim "prudovym " zdrojom 50 . Pradova hustota J, nezavisi od hodnoty E v danom mieste, podobne ako v
elektrickom obvode nezavisi prid prudoveho zdroja od napétia, hodnota ktorého je na niom dana zapojenim okolitych prvkov.



Bude

rot(E_MJ:jO—FK‘E—FE (SOE-F'S) , leEZO
Ho at

.

ot - (B), div(s,E+P)=q,

a po kratkej uprave, ked’ oznagime: J = J, +xE +% +rotM, a q=g, —divP dostaneme

roté—gOyO% =u,J, divB=0
VI1.(L.15)
gy

ot + 28 =0, divE =
ot &
Pritom moézeme priliehavo nazvat: J, =«E vektorom hustoty vodivostného pradu, J, =P /6t vektorom hustoty

polarizaéného pradu a jM =rotM vektorom hustoty magnetizaéného pradu. Posledné dve z menovanych hustét maja
pochopitelne len fiktivny charakter, pretoze fyzikalne nezodpovedaju pridom v pravom zmysle slova, hoci ich jednotkou je
A/m? . Sucasne je q=q, —divP, kde objemova hustota polarizaéného néboja @, =—divP . Podla toho s v VII(1.15)
zdrojové veliciny J= jo + jv +J b+ J wad q=0, +0,. Vynechajme tie, ktoré priamo nestvisia s latkou vypliajiicou dané

prostredie (teda nech 50 =0, g,=0), anech aj jv =0 ako dosledok toho, ze x=0.0Oznacme ¢ :1/,ng;¢0 , potom:

v prostredi vyplnenom latkou : vo vakuu :
rotl§—i2E = 1| T4 rotMd |, roté—%ﬁ =0
c” ot ot c” ot
rotE + 28 =0, otE+ 8 —o VI1.(1.15)
ot ot
divE = —LdivP , divE =0
&
divB =0, divB =0

Pritom P a M tu opit nemusia byt lineArnymi funkciami E resp. H , teda ¢ a u nemusia byt konstantami, ba

dokonca v zmysle vyssie uvedenej poznamky nemusia ani existovat’ (vyjadrime vzajomné vztahy i bez nich). Z rovnic
VII(1.17) podobne, ako z rovnic VII(1.8) a VII(1.9) dostaneme vinové rovnice typu VII(1.9) pre E a B. Ich modifikacia, v
prostredi vyplnenom latkou, sa ziska analogicky z VII(1.16). Z pohladu matematiky ide o systémy tych istych rovnic bez
pravej strany (homogénny systém) vo vakuu a s pravou stranou ( nehomogénny systém) v prostredi vyplnenom latkou. Pohl'ad
na rovnice VII(1.15) a VII(1.16) v porovnani so VII(1.17) nas privadza k myslienke o moznosti nahradit’ pri rieseni poli
pritomnost’ latky ekvivalentnymi (t.j. fiktivnymi) zdrojmi: polariza¢nym nabojom ( g, =—divP ), polarizaénym pradom
jp =—0P /ot amagnetizasnym pradom jM =rotM . Rovnice VII(1.15) a VII(1.16) nam ulahcuji riesenie vtedy, ak sa
zndme zévislosti P(X, Y, 2,t), M(X,Y,z,t), inak mozno vidiet ich prinos len v objasneni stvisu medzi pol'om vo véakuu -
porovnaj s VII(1.17) - a polom v prostredi vyplnenom latkou. Vychadzajic zo zapisu tychto rovnic by sme mohli zaujat’
stanovisko, Ze za zakladné vektory pola treba povazovat' vektory E a B . Pripominame, e prave pomocou nich sa
vyjadruje silovy acinok oboch poli na naboj v pokoji a na naboj v pohybe (na elektricky prud). K poslednej otazke je ale
mozny aj iny pristup, znamy ako Lorentzova teoria mikroskopického pol'a, pozri napriklad [4].

Lorentzova teoria mikroskopického pola

Zaklada sa na predstave, ze latka je tvorend uzlami hmoty (atomy) nachadzajucimi sa vo vakuu, a preto je mozny popis
pomocou intenzity elektrického e(x,y,z,t) a intenzity magnetického pola h(x,y,z,t) ako mikroskopickych veli¢in v

medziatomarnom priestore. Za zdroje sa pritom povazuje celkovy, (totalny) elektricky naboj s hustotou q = q, +q, a celkovy



(totalny) prad s hustotami J = jv +jp +5M . Okrem hustoty volného naboja ¢, a hustoty vodivostného pridu jv tu

prispievaju aj fiktivne hustoty g, J » od polarizicie a hustota J v od magnetizacie jednotlivych atomov. To je v sulade so
vztahmi uvedenymi za vyrazmi VII(1.15), ktoré tiez svojim tvarom pripominajt nasledujuce, tzv.Lorentzove rovnice:

rotﬁ—goa—e =7, roté+,u0@ =0
o ot VI1.(1.18)

divh =0, dive =

&

Vo vakuu, aj v prostredi vyplnenom latkou maji tu uvedené rovnice rovnaky tvar. Podl'a okolnosti sa meni len q resp. J.
Pri splnenti istych predpokladov, ¢asovo a priestorovo ustrednené hodnoty veli¢in <e> a <h> intenzity mikroskopického pol’a,
podTa tychto rovnic, bud kompatibilné s Maxwellovymi rovnicami. Pritom bude:

B =y0<ﬁ> a E=(€), akedze (g,)=-divP adalej <5P +J, > = 0P /at+rotM , mozno zaviest vektory D a H v

sulade s rovnicami VII(1.15) tak, aby divD = <q\, > atiezaby rotH —oD/ot = <jv > , podobne, ako sa to uvadza v VII(1.11) a
VII(1.12).

Prv ako sa zacneme Maxwellovymi rovnicami zaoberat’ podrobnejsie, zdoraznujeme este raz, ze nie s nezavislé, ak berieme
do uvahy platnost’ rovnice kontinuity VI1(1.5). Dalej stoji za zmienku, Ze vlnové rovnice typu VII(1.10) dostivame z prvych
dvoch Maxwellovych rovnic VII(1.11) v diferencialnom tvare, vypocitanim ich rotacie a nasledovnym vzajomnym
dosadzovanim, - podobne, ako sme to urobili s rovnicami VI1(1.8) a VI1(1.9) - a Ze druhé dve Maxwellove rovnice VII(1.12)
pouZzivame popri tom, akoby mali sluzit' len na zjednodusenie vyslednych vztahov. Aj ked’ su vsetky Styri rovnice rovhako
dolezité, ista nadradenost prvych dvoch, (ktoré obsahuji derivacie podla ¢asu) vyplyva zo skutoénosti, ze vzdy:

div(rotF) =0.

Vypo¢itanim divergencie prvej z rovnic VII(1.11) dostavame vztah VII(1.6) do ktorého dosadime za divJ =0 z rovnice
kontinuity VI1(1.5)

D _,_ 0

aq, . _ .=
MME__E@%mmﬂ VI1.(1.19)

podobne, divergencia druhej z rovnic VII(1.11) dava:
e 0B 9.
div(rotE) =0 —dIVE = E(dIVB) VI1.(1.20)

Ak je ¢asova derivacia vyrazov (—qv + divli) a (divlg) nulova, znamena to, ze vVyrazy st v ¢ase konstantné. Maju stale taka

istd hodnotu aka mali pri t=0. Tretia a §tvrtdi Maxwellova rovnica: divD=gq, a divB=0, s preto iba rovnicami
vyjadrujucimi zaGiatoéné podmienky. Je pozoruhodné, 7e ak bola raz divB =0, napr. aj v okamihu tzv. velkého tresku
(Big-Bang, vzink vesmiru), musi byt podla V11(1.20) navzdy taka ! Nakoniec este jedna poznamka.Vo vodivom prostredi pri
konstantnych «,& a u z rovnice kontinuity VII(1.5) , po dosadeni za J = «E a so zretefom na rovnicu divD = sdivE
mame

0, «

= VII.(1.21)
Riegenie tejto diferencialnej rovnice: g, (t) =0, (0)exp(~t/7) hovori, ze povodné objemové rozlozenie volného naboja
q,(0), nech by bolo akékol'vek, vo vodivom prostredi velmi rychlo vymizne. Tzv. relaxacna doba (Casova konstanta) s
hodnotou: 7 =¢/x je vo vodicoch velmi mald, napriklad pri medi, &, =¢&,, je:

&, | Koy =8.859%10™ /6x10" =1.47x10"s,

za vel'mi kratky ¢as po nabiti vodivého telesa, usadi sa volny elektricky naboj (ako uz vieme) na jeho povrchu.



VIl.2. ENERGIA POLA

Poyntingov vektor a rovnica kontinuity.

Objemovi hustotu energie elektrického resp. magnetického pol'a v stacionarnom stave mozno vyjadrit’, ako sme uZ poznali, v
tvare

We:%E-D, W, :%H-B VIL(2.1)

V poli meniacom sa v &ase, ked’ vyuzijeme vztahy D=¢E, B=uH, kde &, u st konstanty, buda zmeny jednotlivych
hustot energie:

%_E[E.mg.@j:ﬁ.‘% _g.

at 2| at at ER
) 5 ) ) VIL(2.2)
owy, 1foH 5 5. B|_gH_5 B
ot 2| ot ot ot ot
Za oD/éta 6B/ ot dosadime z prvych dvoch Maxwellovych rovnic v diferencialnom tvare VII(1.11):
oW, s oo oW, o B,
= E-(rotH - J), =" (-rotE) VIL.(2.3)

Ak uvazime znamu vektorovi identitu D(2.02), v naSom pripade bude: div( ExH ) =H -rotE — E - rotH . Potom derivacia

suctu hustot energie ow/ ot =o(w, +w, )/ ot, so zretefom na VII(2.3) dava:
@miv(éxﬁ)d-é:o VII.(2.4)
ot

Vektorova funkcia S =E xH , alebo podrobnejsie:
S(F,t) = E(F,t)x H(F,t) VIIL(2.5)

s rozmerom V.A /m? = W/m?, ktora predstavuje istt plo§nii hustotu vykonu, nazyva sa Poyntingov vektor. Ked'ze moze byt
J= j-o +KkE , kde j'o je plosna hustota nezavislého vnuteného pradu (od vonkajsieho priidového zdroja), bude aj:

W | E? +divs =-J,-E VI1.(2.6)
ot

Podl'a VII(2.6) musi byt v Tubovol'nom bode priestoru a v F'ubovol’nom okamihu objemova hustota vykonu " vonkajsieho "
pradového zdroja (—J,-E) rovna stétu objemovych hustot, vykonu predstavujiiceho ¢asovii zmenu hustoty energie pola
(éw/ét), vykonu potrebného na pokrytie Jouleovych strat ( xE®) v dosledku vodivosti prostredia a na ¢osi, ¢o je
predstavované novym ¢lenom: divS. Ak bude prostredie nevodivé (bezstratové), a v uvazovanom mieste nebude prad
vonkajsieho zdroja, tj. x=0aj J, =0, (poznamenajme, ze "prud" vonkajsieho zdroja moze byt tvoreny napriklad aj
letiacimi nosi¢émi naboja vo vakuu, takze by mohlo byt J, = 0aj pri x =0) namiesto V11(2.6) bude:

%+div§ =0 VIL(2.7)

Toto je tiez rovnica kontinuity. Tak, ako vztah VII(1.5) vyjadruje zachovanie naboja resp. rovnicu kontinuity toku pradu
(vektora pradovej hustoty J), tu vyjadruje VII(2.7) zdkon zachovania energie resp. rovnicu kontinuity toku energie (alebo

presnejsie, vektora vykonovej hustoty S ).



VyZarovanie energie

Integraciou vyrazu VII(2.7) v nejakej oblasti  dostaneme
(1] Xav = [[[ divsav = §fS -ds VIL(28)
Q at Q P}

ked’ sme opit’ vyuzili Gaussovu vetu D(2.10), pricom ako vzdy, X - je povrch ohrani¢ujuci oblast’ (objem) 2 . Casova zmena
hustoty energie elektromagneticého pol'a v objeme 2 je nevyhnutne sprevadzana pridenim energie do okolitého priestoru cez
(napriklad myslent) plochu 2, ktora je vzdy typu povrch telesa. Lahko mozno formulovat’ tento zakon zachovania energie aj
v pripade, ak x#0, a ak posobi aj vonkajsi prudovy zdroj, integraciou rovnosti VII(2.6). Toto ponechavame na citatela.
Podra uvedeného ¢len divS predstavuje objemova hustotu vyzarovanej elektromagnetickej energie a podra VII(2.7) resp.
VI11(2.8) k vyzarovaniu dochadza, ked’ je ow/ ot =0, teda v ¢asovo-premenlivom poli vzdy !

Vykon a Jouleove straty

Je velmi zaujimavé, ako sa tu ukazuje, ze vztahy pre energiu elektrickeho a magnetickeho pora VII(2.1), odvodené v
stacionarnom stave maji svoj vyznam aj v nestacionarnom elektromagnetickom poli a Ze objemova hustota energie
elektromagnetického pola je dana ich su¢tom: w=w, +w, . Podl'a V1I(2.5) je Poyntingov vektor funkciou polohy a casu,

takze integral plosnej hustoty vyziareného vykonu, podl'a VII(2.5), po¢itany cez nejaku plochu X,
[[s(r.0)-ds = p() VIL(2.9)

z
bude mat’ vyznam okamihoveho vykonu, prenesené¢ho (vyZarovanim) cez danou plochou 2. Pri ustalenom, (t.j. periddickom)
priebehu veli¢in pola bude délezitd strednd hodnota vyrazu VII(2.9), vypocitana za jednu periodu, ktora predstavuje
(analogicky ako v elektrickych obvodoch), tzv. ¢inny alebo wattovy vykon:

R, ={(p®), =%T p(r)dr =%T [[s(.7)-dsdr VI1.(2.10)

Z uvedenej definicie je zrejmé, niekedy sa na to zabtida, ze pojem ¢inny resp. wattovy vykon ma zmysel len pri ustalenych t.j.
periodickych priebehoch alebo pri priebehu konstantnom v ¢ase.
V stacionarnom poli je ¢inny vykon P, =p, kde p-—je dané vyrazom VII(2.9). Podla VII(2.6) vzhladom na to, ze

ow/ ot =0, bez vonkajsieho zdroja pradu (J, =0), a vo vodivom prostredi ( x = 0) plati:

~fps-ds = «[[[ E°dv VIIL(2.11)

Vytok vektora —S cez povrch X je rovny Jouleovym stratam v objeme ohrani¢enom do seba uzavretou plochou . V tejto
stvislosti je viak zaujimava otazka, ¢i moze mat’ Poyntigov vektor S =E xH , aj v pripade stacionarnych alebo statickych
poli taky isty zmysel, ako v ¢asovo premenlivom poli. Na jednej strane mozno sthlasit’ s ndzorom, ze V stacionanom stave je
elektricke pole a magneticke pole jedno od druhého nezavislé, v zmysle nezavislosti parov rovnic VII(1.1) a VII(1.2), a preto
je otazné, &i je " pokus 0 ich zviazanie " zavedenim vyrazu typu E x H namieste. Na druhej strane, magnetické pole je budené
prudom a tam, kde teéie prad, existuje (pri x = 0) elektrické pole. Tieto dve polia nie st nezavislé ale naopak, su pri¢inne
zviazané. Mozno uviest' cely rad pripadov, kedy pomocou vektora S v stacionirnom poli, prichadzame k spravnym
vysledkom. Ako priklad sme vybrali konfiguraciu podla obr.VI1.2, kde je znazorneny prieény rez homogénnym vedenim,
tvorenym dvoma rozl'ahlymi doskami s hriibkou a , vzdialenymi navzajom o d . Vrchnou doskou nech tecie prid od zdroja U
smerom zlava doprava, v smere o0si [X] a dolnou, od zataze R, opaénym smerom. Prid je stacionarny (v ¢ase konstantny),
pradova hustota je rovnomerna. Izolacia medzi doskami je dokonald, zvodovy prad je vyluéeny. Aby sme sa vyhli
komplikovanejsiemu vypoétu, budeme predpokladat’, Ze dosky st nekoneéne rozl'ahlé a si dokonalymi vodi¢mi: x — 0.
Nech | - je prad pretekajuci jednou z dosiek prierezom axb, kde b je Tubovolna dizka v smere osi [y]. V priestore medzi
doskami bude homogénne magnetické pole H, = I, /b orientované rovnobezne s povrchom dosiek a kolmo na smer pridu (v
smere osi [y]). Uvedena konfiguracia vodi¢ov je vpodstate doskovy kondenzator (vodice sa vzdy vyznacujh istou vzajomnou



kapacitou ) a jej ,,obvodarska nahrada‘“ je uvedena v pravej hornej ¢asti na obrazku. Ak je v danom mieste so siradnicou X
napitie medzi doskami U, len vdaka tomu, ze pri & — oo nie je na vodi¢i v smere postupu prudu ziadny ubytok napétia,
elektrické pole tu ma intenzitu E; =U /d , orientovanu kolmo k doskam (v smere 0si [-z]) a v zavislosti od suradnice X nema
klesajucu tendenciu. Poyntingov vektor S =ExH , nasobeny vektorom plochy dbii, reprezentuje podra VI11(2.11) vykon
preneseny cast'ou priestoru medzi oboma doskovymi vodi¢mi. Po dosadeni mame: Sdb=1,U , ¢o je vyraz zhodny s

vykonom prenesenym danym prierezom ¢&asti vedenia so Sirkou b do zataze R,. Pokracujme d'alej a upustime od predstavy
dokonalého vodica, nech je x konecné. V objeme vodica je intenzita elektrického pol'a orientovana v smere pradu a plati

KE = u,l, /ab. Intenzitu magnetického pol'a v objeme vrchnej dosky vypocitame na zéklade zdkona prietoku superpoziciou,

od dvoch ¢asti hornej dosky (vrstvy pod a nad myslenou rovinonu v ktorej pole po¢itame mju navzajom opaény u¢inok) a od
celej spodnej dosky. (Intenzita magnetického pol'a v okoli nekoneéne rozl'ahlého, doskového vodica, pretekaného pradom s
liniovou hustotou K =1,/b, je: H=K/2). Pri za¢iatku stradnicovej sustavy podl'a obrazku dostaneme pre O<z<a:

H(z) =U,l,(l-z/a)/b, a Poyntingov vektor bude

. . . | - R |2 N
S=ExH=-—-2 UXXIO(l_Ejuy:_O(l_EjUZ
a

abx abx a

Pripomenme, ze pri a< z, teda nad hornou doskou je intenzita pola H nulova, pokym pod hornou doskou je konstantna
H, =1, /b . Podobne je to samozrejme aj pri dolnej vodivej doske.
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Obr.VI1.2. K vypoétu vykonu a Jouleovych strat

Rozdiel hustot vykonu AS =S(0)—S(a) =S(0)—0 nasobeny plochou bAx , dava podla VII(2.11) Jouleove straty
P, = 12Ax/ abx abo v ¢asti objemu ( Av = abAx ) vodica. Ten isty vysledok dostavame aj zo vztahu P, = 12AR, kde AR je

odpor ¢asti doskového vodic¢a s objemom Av. Oba vysledky su teda v sulade s VII(2.11). Ponechavame na precvicéenie,
podobny vypocet strat (alebo odporu) pomocou vztahu VII(2.11) v pripade valcového vodica pretekaného v osovom smere
jednosmernym stacionarnym pradom. Bude hadam uzitoéné uviest uz na tomto mieste, ze pri striedavom prade (t.j. v
nestacionarnom, dynamickom poli) moézeme vykonat' podobny vypocet, hoci rozlozenie pradovej hustoty (ako neskér
pozname) nebude v takom pripade rovnomerné. Nakoniec sa mozno pridfzat’ aj takej predstavy, Ze tak, ako sa frekvencia
striedavého pradu znizuje, rozlozenie prudovej hustoty a celé pole sa postupne priblizuje jednosmernému, stacionarnemu
pripadu. Potom je pochopitel'né, Ze pri extrémne nizkej frekvencii, kedy sa striedavé pole len malo lisi od stacionarneho
pripadu, ale Poyntingov vektor ma stale ten zmysel ktory mu prisudzujeme v ¢asovo-premenlivom poli, st vysledky prakticky
také isté ako pri staciondrnom (jednosmernom) poli.



VI11.3 VLNOVE ROVNICE

Skaldrny a vektorovy dynamicky potencial

Ak pri formulovani rovnic stacionarnych poli pouzite skalarneho potencialu ¢(r) a vektorového potencialu A(F) umoznilo
(prinajmensom v niektorych pripadoch) zjednodusit’ riesenie, spytujeme sa, ¢i podobny postup, neprinesie podobné vyhody aj
v nestacionarnom poli. Zavedenie vektorového potencialu bolo umoznené tym, Ze vzdy je splnena rovnost”: div(rotF) =0, a

preto stvrtej Maxwellovej rovnici divB=0 vyhovieme, ak bude: B(r)=rotA(r). Divergencia vektora B je rovnako
nulova v stacionarnom poli aj v dynamickom poli (nestacionarnom), preto v oboch pripadoch bude uzitoéna volba

B(F,t) = rotA(F, t) VIL.(3.2)

Pripomenime, ze vzhladom na identitu rot(grady(f,t))=0, nie je vztahom VII(3.1) pri "danom" B(F,t) jednoznagne

uréena funkcia A(F,t), lebo ak ju nahradime vyrazom: A(F,t)+gradw(F,t), kde w(F,t) je lubovorni skalarna funkcia,
rovnost’ V1I(3.1) sa zachova, porovhaj D(2.01). Preto, ze kazdé vektorové pole je jednoznacéne uréené, az ked’ je okrem jeho
rotacie dana i jeho divergencia, v stacionarnom poli sme s vyhodou volili dopliujucu podmienku tak, aby bola divA(F) =0.

Ako bude vyhodné zvolit' divergenciu vektorového potencialu A(F,t) v dynamickom poli, uvidime neskor. Rovnost
rot gradw (F,t) = 0 zohrala svoju tilohu aj pri zavedeni skaldrneho potencialu. V stacionarnom poli je rot rotE(F) =0, preto
sme mohli polozit: E(F) =—grade(r), (z istych dovodov sme vybrali: ¢(F) = —y/(r) . Podla druhej Maxwellovej rovnice
v nestaciondrnom poli je oviem: rotE(F,t)=—oB(F,t)/ét, a to, Ze roticia vektorovej funkcie E(F,t) je nenulova,
znemoziuje nadalej pouzivat' vztah E(F) = —grade(F) . Musime konstatovat, ze v dynamickom poli uz tento vzt'ah neplati !
Teda E(F,t) = —grade(r,t). Ak ale dosadime za B(F,t) zo VII(3.1), zamenime poradie derivacie podl'a ¢asu a operacie
rotacie a prenesieme ¢len z pravej strany v druhej Maxwellovej rovnici na lava stranu, bude

rotE + 1ot 22 —rot| E+ 22 | =0 VIL(3.2)
ot ot

Vyraz v zatvorke iste mozno ovSem vyjadrit’ ako gradient uréitej skalarnej funkcie, pretoZze jeho rotacia je nulova. V
dynamickom poli definujeme preto skalarny potencial vyrazom

—gradg = E+zt—A VIL.(3.3)
z ktorého ziskame novy vztah

E :—gradgo—% VIL.(3.4)

pricom pri 8/t =0, tj. v stacionarnom poli, dostavame povodny vyraz, E(F)=—grade(r). Na tomto mieste doplnime
pozndmku uvedenu za vyrazom VII(3.1). Predstavme si, ze by sme nahradili A, (F,t) < A(F,t) +grady(F,t) . Aby sa po
tejto nahrade nezmenil vzt'ah VII(3.4), museli by sme sti¢asne nahradit’ povodny potencial ¢,, (F,t) < o(F,t) —ow(r,t)/ ot ,
ako si to mozno overit’ priamo dosadenim. Ovel'a zaujimavejSia je ale moznost’ takej volby, aby ¢(r,t) =ow(r,t)/aot;
w(r,t) - je lubovol'na funkcia, pri ktorej fakticky nahradzame nulou potencial ¢, (F,t) <~ 0. Potom namiesto VII(3.4) mbze
platit: E(F,t) =—0A, (F,t)/ét, pricom A, (F,t) = A(F,t)+grad j o(F,t)dt a sicasne ¢, (F,t) «0.

VInovd rovnica pre dynamické potencialy

Teraz by sme mali pomocou novych tzv. dynamickych potencialov ¢(rF,t)a A(F,t) dostat z Maxwellovych rovnic obdobu

rovnice Poissonovej resp. Laplaceovej, ktorym vyhovovuji statické potencialy ¢(F) a A(F) v stacionarnom poli. Aby sme
to docielili, budeme upravovat' prvu a tretiu Maxwellovu rovnicu (druht a Stvrta sme uz vyuzili). Ako predtym, nech &, u



aj & su konstanty. Nasobme prvii Maxwellovu rovnicu: rotH =J, +6D/ét , konstantou g , dosadime D=¢E a

pouzijeme opit modifikaciu J =J,+«E, (kde J, nech pochddza od externého zdroja pridu) a potom namiesto E
napiseme pravu stranu rovnice VII(3.4), bude

S oA 0 oA
rotB = J, + —gradp —— |+su—| —gradgp — — VIIL.(3.5
ﬂo’fﬂ(g (path”at[g soatJ (3.5)

uvazili sme pritom, 7 B = uH . Teraz pouzijeme VII(3.1) a znamu identitu: rot (rotA) = grad(divA) — V2A. Vo vyraze
VI1(3.5) ponechdme na pravej strane ¢len 4J, a zlagime tam vsetky ¢leny, ktoré obsahujt operaciu gradientu . Ostatné &leny
pridu na l'ava stranu
- -
-VZA+ Kya—A+gya—f\ = uJ, —grad Ky¢)+g,ua—¢+divA VI1.(3.6)
ot ot ot

Posledna rovnica nadobudne prijatel'ny tvar, ak teraz ucelne zvolime divergenciu vektorového potencialu, ako sme to
diskutovali vyssie.

Lorentzova (kalibracna) podmienka

Ak vyberieme
divA = —/J[Kg0+62t—¢j VIL(3.7)

bude vyraz z ktorého sa ma v VII(3.6) pocitat’ gradient, identicky nulovy. Pri splneni tejto, tzv. Lorentzovej podmienky,
dostavame pre vektorovy dynamicky potencial rovnicu:

- -
VZA_K#ZI_A_E'L!G&_?:_#EO VIL.(3.8)

ktora v pripade nulovej derivacie podl'a ¢asu, (stacionarne pole) je rovnicou Poissonovou a ak J, =0, prechadza v rovnicu
Laplaceovu. Mozno sa itatel' pozastavi nad skutoénostou, ze keby sme nemodifikovali vektor pradovej hustoty J,, na

pravej strane V11(3.8) by sa neobjavil ¢len —zJ,, a bolo by po sulade. Uvedomme si, 7€ aj V stacionirnom poli, na pravej
strane Poissonovej rovnice bola vo vsetkych pripadoch ktoré sme vysetrovali, prave hustota vnuteného, nezavislého prudu,
ktory nebol vyslednym pol'om nijako ovplyviovany. Vsimneme si tiez, ze keby sme pouzili nahrady potencialov v zmysle
diskusie za vztahom V1I(3.4), bolo by v VII(3.7) ¢ =0, a odtial, divA=0. Do tretej Maxwellovej rovnice divD =gq,,
dosadime opit D=¢E, a namiesto E napiSeme prava stranu rovnice VII(3.4), oznagime: V2 =div grad a po zdmene
poradia divergencie a derivacie podl'a ¢asu pri ¢lene s A, mame
2 0 A a,
% ¢—a(d|vA) == VIL.(3.9)

S vyuzitim Lorentzovej podmienky VII(3.7) dostaneme z poslednej rovnice pre skalarny potencial rovnicu s takou istou I'avou
stranou aka je aj v rovnici VII(3.8), ktora ma splnat’ vektorovy potencial.

o ¢ q
Vip—ku——¢g =-—— VII.(3.10
pK ot ”atz & ( )

V stacionarnom poli, opat’, prechadza VI11(3.10) v rovnicu Poissonovu, resp. Laplaceovu, s patri¢nou hustotou (z hradiska
pola vniiteného) volneho néboja, ktorého priestorové rozlozenie viak, (na rozdiel od J,) od tvaru pola zavisi.

Riesenie vlnovej rovnice v bezstratvom prostredi

V bezstratovom prostredi, ako napriklad vo vakuu, alebo v suchom neionizovanom vzduchu, pripadne v idealnom dielektriku,
alebo v magnetiku, kde x =0, nadobtidaji rovnice VII(3.8) a VII(3.10) podobny tvar ako rovnice V11(1.10)



e 1 82 ' 1 azg) qv
V2 A__yz_mo, Vg2 f - VII.(3.11,3.12)

kde v= , pricom ¢ = a &, u - surelativna permitivita a permeabilita daného prostredia. Lorentzova (tieZ tzv.

c 1
\ﬁ gr /ur \! 80/10
kalibragna) podmienka namiesto VII(3.7) teraz bude: divA = —%Zt—go . Rovnice VII1(3.11), VI1(3.12) sa nazyvaji rovnicami
v

d'Alembertovymi. Podobne ako VI11(3.8) a VI1I(3.10) aj d'Alembertove rovnice su vlnovymi rovnicami s rieseniami typu:
f(t£r/v), pozri Dodatok (3.05). Riesenie tychto nehomogénnych rovnic (rovnic s pravou stranou) odhadneme intuitivne,

zo znameho rieSenia rovnic Poissonovych v stacionarnom poli. Dokaz o spravnosti rie$enia je napriklad v [2], [4]. Nech je
poloha bodu, v ktorom hradame riesenie uréena vektorom fr, a poloha elementarneho objemu obsahujuceho zdrojovh

veli¢inu, g, alebo J, , nech ma polohovy vektor F', take ich vzajomna vzdialenost je: R(f,F'):|F—F'| , (pozri
obr.VIL3.). V stacionarnom poli a v neohraniéenom priestore st rieSenia prislusnych rovnic VII(3.11) a VII(3.12) dané

integralmi,
00 4 A J R
o= 47[5'” R(EF) m R(EF)

ktoré st v podstate vyjadrenim principu superpozicie a ten sa musi zachovat' aj v ¢asovo premenlivom poli. Avsak v
nestacionarnom pripade musi byt toto riesenie zavislé od ¢asu. Jednoduché zavedenie ¢asu, ako premennej, do tychto rovnic

by bolo ekvivalentné s predstavou, ze F'ubovol'na zmena zdrojovych veli¢in g, , alebo jo vV mieste r'sav mieste r prejavi

okamzite. To je v rozpore so skasenost'ou, podl'a ktorej sa kazdy rozruch elektromagnetického pol'a (v stilade s riesenim napr.
rovnic typu VII(1.10) $iri kone¢nou rychlostou.

Retardované potencialy

Hodnota, ktori nadobuda (neustale sa meniaca) zdrojova veli¢ina v mieste r

ROGLE) e v=_t

Jeu
riesenie uvedenych diferencialnych rovnic je typu f (t£r/v), opravnene sa mozno domnievat, ze realne riesenie VI1(3.11) a
VII(3.12) v nestacionarnom poli je

v okamihu t, modze sa svojim ucinkom v

mieste r prejavit az 0 At=

je rychlost postupu vin v danom prostredi. So zretefom na to, ze

q,(r.t) J( D)
oF, t)——m‘ﬁv AF,1) = “m R(;F) VII.(3.13,3.14)

[v]

— —»
Ir=r |=R(, )

[2] [x]

Obr.VI1.3. Retardovany potencial

kde sme oznacili: t'=t—At=t—R(r,r")/v. Potencialy VII(3.13) a VII(3.14) nazyvame retardovane potencialy.



Z dvoch moznych znamienok vo vyraze f(t+r/v)sme vybrali pre riesenie (ktoré sme oznadili ako realne) znamienko
minus. To zodpoveda redlnej situacii, kedy je nasledok oneskoreny za pri¢inou. V ¢isto matematickom ponimani je mozné
narabat’ aj s rieseniami v ktorych vystupuje znamienko plus. Potom hovorime o avanceovanom potenciali (retardovany =
oneskoreny, avanceovany = predbiehajtici). Ak je oneskorenie At =(r,r")/v zanedbatelne malé, m6Zeme za cenu straty na
presnosti riesenia polozit: t'=t, ¢o zodpovedd potencidlom okamzZite sledujucim zmeny zdrojovych velili¢in. Takym
pribliznym rieSenim je napriklad i pouzitie Biot-Savartovho zdkona, alebo zidkona prietoku na vypodet indukcie magnetického
pola pri striedavom prade. Ze je to skutoéne tak, uverime, az ked’ sa ukaze, Ze podobné riesenie ako VII(3.13) a VII(3.14) plati

v &asovo premenlivom poli aj pre ostatné vektory pol'a: E,B, D, H . Inymi slovami, ak sa ukaze, e i tieto vektory vyhovuji
vinovej rovnici typu VI1I(3.8) resp. VII(3.10). To vsak ukazeme velmi lahko. Vypocitame roticiu oboch stran rovnice
VII(3.8) a zamenime poradie operacie rot a V2, ¢o je iste dovolené, ked'ze V? je skalarny operator. Podobne ako je
dovolend zdmena rot a derivécii podl'a Gasu, ktoru taktiez urobime. Nakoniec namiesto rotA napiseme vektor B

-

vzé—aﬂ%B—gya B = —urotJ, VI1.(3.15)

61:2

Kedze B=uH ,az na mala zmenu na pravej strane, bude takej istej rovnici vyhovovat aj vektor H . Viypogitame gradient
oboch stran rovnice VII(3.10) a vymenime poradie operacii podobne ako v predchadzajucom pripade. Pozor, tentokrat
nemozeme dosadit E namiesto —grade ! Podla VII(3.3): —gradg = E+dA/dt . Pri tprave sa nam ese raz "objavi"
rovnica VI11(3.8), takZe po troche namahy nachadzame
- OE O°E
V’E-ou—-—¢g
o T

=£gradqv +y% VI1.(3.16)
&

Vzhradom na vztah D = ¢E , dostaneme rovnicu s takou istou lavou stranou aj pre vektor D, opit’ s mierne pozmenenou
pravou stranou. V &asovo premenlivom poli vyhovujua vinovej rovnici vektorové funkcie pola E,B,D,H , vektorovy A aj
skalarny ¢ potencial. To, ktora z rovnic je pri rieSeni vyhodnejsia, ¢asto zavisi od zloZitosti pravej strany v konkrétnom
pripade (pri jednotlivych rovniciach je rozliéna ) RieSenim vlnovych rovnic, ktoré obsahuju aj €len s prvou derivaciou podl'a
¢asu (ak o =0) sa tu nebudeme zaoberat. Nakoniec, so zretel'om na uplne rovnaky tvar lavych stran vinovych rovnic
zavedieme skalarny (tzv. d'Alembertov) operator:
1 ¢? 1
2
=0 v VI1.(3.17)
v© ot A [g'u
pomocou ktorého zapiieme, napriklad homogénnu vlnovi rovnicu pri o = 0 pre Pubovolna vektorovu funkeiu F(F) v tvare:

oF(F)=0 . Podobe mdzeme zapisat aj VIL(3.15) a VII.(3.16) (vpripade 7ze c=0 ), ako oB(r)=—urotl, a

a =

oE(r) = lgradqV +,u% .
&

Hertzove vektory

Mozno je nadase urobit’ ist( inventuru . Mame $tyri Maxwellove rovnice a §tyri vektory pola D, E, B, H medzi ktorymi
st vizby D=¢E, B=uH a pripadne este vztah J =«E , ak je prostredie vodivé. Mozeme si vybrat' dva z vektorov,
(napr. E,B) o je Sest’ skalarnych funkcii, pre ktoré mame 3tyri rovnice. Oviem dve z nich st vektorové (ekvivalentné
Siestim skalarnym rovniciam) a dve st skalarne ( divD = g,a divB =0). To je celkom osem rovnic pre Sest’ funkcii. V
skuto€nosti st v8ak obidve skalarne rovnice ( ako sme to videli v VII.1 ) len zaciatocnymi podmienkami. Tak mame nakoniec

suhlasny pocet rovnic a nezndmych funkcii, totiz prave Sest. Pokracujme d’alej. Po zavedeni dynamickych potencidlov ¢, A

su tu Styri nezname funkcie: skalar ¢ a tri zlozky vektorového potencialu A, ktoré vyhovuju rovnakej vlnovej rovnici, tieto

nie st ale nezavislé. Skalarna vdzba VII(3.7) tzv. Lorentzova podmienka redukuje poc¢et neznamych na tri skalarne funkcie.
Musi preto existovat’ jeden, jediny vektor, ktory vyhovuje vinovej rovnici a je dostato¢ny na opis elektromagnetického pol'a !

Je to Hertzov, tzv. TI vektor. Ak tak, ako z potencialov ¢, A dostavame vektory E, [3, L5>, H , chceme z vektora TI dostat’
potencidly ¢, A, mame priamogiaru moznost’ vol'by . Nech
@ = —divIT VI1.(3.18)



na zaklade ¢oho "urobime" z istej vektorovej funkcie skalarnu funkciu. Okrem divergencie, ako vzdy, mame e$te moznost’
zvolit’ ("rozumnym" spdsobom) jeho rotaciu, ak ma byt vektor I1 jednoznaéne definovany. Toto viak nie je jedind cesta, a
tu sa jej ani nebudeme drzat. Dal$iu rovnicu, ktori ma vektorova funkcia IT spliiat, vyberieme tak, aby bola sucasne
splnena aj Lorentzova podmienka VII(3.7). Jednoducho dosadime VII(3.18) do VII(3.7) a po zamene poradia operacii div a
0/ ot operaciu divergencie na oboch stranach rovnice "vynechame". Bude

A:Kyﬁwﬂ%n VIL(3.19)

Nakoniec by sme mali ukazat, e aj vektor I1 vyhovuje vinovej rovnici. Najjednoduchsie,éo Vs iste napadne, je dosadit’
VII(3.19) priamo do VII(3.8). S vyuzitim formalizmu VII(3.17), dostavame

[/{y+gy§j[mﬁ—lfy%_[j=—yjo VI11.(3.20)

Vidime, Ze pri nulovej hodnote pradu vnuteného externym zdrojom (ked’ze prva zo zatvoriek nemoze but’ nulova), vyhovuje

Hertzov T1 vektor homogénnej vlnovej rovnici s Favou stranou typu VII(3.8) resp. VII(3.15): mﬁ—xy%_lzo. So

zretelom na VII(3.18), ak vyhovuje vektor I1 ,len“ homogénnej rovnici, nemdze skalarny potencial ¢ vo vieobecnosti
spifiat’ ,,aj nehomogénnu rovnicu. Jeho pouZitie je preto obmedzené na pripady, ked’ v prostredi, v ktorom ma byt rieSenie
vyjadrené pomocou vektora IT, je objemova hustota vo'neho ndboja ¢, nulova, a nete¢l v iom prudy vnttené vonkajsimi
zdrojmi ( J, o = 0). Také vlnenie sa vyskytuje napriklad v okoli vyzarujucich antén (nie v8ak priamo ich telese, kde J 0 #20).
Zvazme teraz este inii moznost’ definicie Hertzovho vektora, ktory, na rozdiel od predchadzajiicho pripadu II El:le, tu
oznaéime IT, . Ak pripomenieme, ze vdaka platnosti rovnice divB = 0 sme mohli poloZit B= rotﬁ*e (zo zjavnych pricin tu
napiSeme Ae namiesto A ), iste pripustite, e ak plati div divD=0, ¢o je splnené tam, kde g, =0, moZzeme polozit’
D= rotAﬂ . Novy vektorovy potencial Aﬂ (r,t) bude hrat’ podobnu tlohu ako prv zavedeny vektorovy potencidl teraz uz
oznaceny ako &(F,t) . Teraz z prvej Maxwellovej rovnice VII(1.11) dostavame rot(ﬁ +6:5\TI / 8() = jv , ¢o v pripade Ze

J, =0, umoziiuje zaviest' skaldrny potencial o, (F,t) tak, Ze: —grade,, (r,t) = H +6A, /ot . Vyuzivame, teraz takisto ako
aj predtym, dve identity divrot=0a rot grad =0=0.Ked opit polozime ¢, =—divI1, apodobne ako pri V11(3.19), (ale
teraz je jv =0, takze aj x=0) kladieme An =&u aﬁm /ot , definovali sme novy Hertzov vektor 1:[m . Tento vektor
vyhovuje homogénnej vlnovej rovnici typu |:|1:Im =0, ktorej vyhovuju aj potencialy ¢, (F,t), A, (r,t) . Oba potencialy tiez
spihaju Lorentzovu podmienku: divA“ +&uog,, 1 6t =0 . Analogickym postupom sa tiez mozno presvedCit’, Ze pomocou
magnetizacneho vektora I:Im (r,t) su vyjadrené vektory pol'a podobnymi rovnicami ako v pripade polarizaéného vektora
f[e(F,t) (r,t). Prvy Hertzov vektor I:Ie mozno totiz dat’ do suvisu s polarizaciou latky a druhy I:Im S jej magnetizaciou.
Podrobnosti najde zdujemca napriklad v [1],[3],[4]. Ak bude B =uH , kde x -je konitanta, aviak D = 50E+ ISO, kde
ﬁo - je vektor vniitenej polarizacie (t.j. nezavislej od hodnoty intenzity E v danom prostredi) a teda & neméa vyznam
materidlovej konstanty, pri g, =0,J, =0 (tj. pri x«=0 ) vyhovuje 1:[e vektor vinovej rovnici
o1, B

VI —¢ =--0 VII.(3.21
e ok o g, ( )

Naopak, ak je D=¢E , kde & -je konstanta, ale B = ,H + 14,M,, pri¢om M, - je vektor vnitenej magnetizacie (t.j.
nezavislej od hodnoty intenzity H v danom prostredi), tak’e 4 uZ neméd vyznam materidlovej kontanty, pri
q,=0,J,=0 (tj. pri x~=0)vyhovuje I vektor vinovej rovnici:

b

~ I
V2, — gy, aat m —_M, VI1.(3.22)

2

Citalel si iste uvedomil, Ze v rovniciach VII(3.21) a VII(3.22) vystupuji konstanty &y, M, Vkombindcii s konStantami &, i

Této zmena suvisi so zavedenim vyrazov D=g,E+P, @ B=uH resp. B=H +14,M, a D=¢E pri odvodzovani



VII(3.21) resp. VII(3.22). Poznamenavame, Ze sa pritom musia pozmenit aj kalibracné podmienky VII(3.7) na tvar
div& +&,10p, 1 0t =0 resp. divAn + &0, 1 0t =0. Potencialy a vektory pola potom pomocou Hertzovych vektorov
vyjadrime takto

1:[53 — polarizacny vektor I1,, — magnetizacny vektor
@, = —divIl, @, =—divIl VI1.(3.23)
- . arl - arl
=xull +g e =g T
A =rull, +ep— An =au—
- - ot . arl
B = xu rotI1 rot—=: D =gu rot—=
R TOR e Tep L= eIt VI1.(3.24)
E =rot rot I1, H =rotrot IT,,

Ako pomerne jednoducho najdeme z vyrazov pre B,E , VII(3.1) a VII(3.4), ked’ predtym vyuZijeme pri I1, vyrazy
VI1(3.18) a VII(3.19) pri Gprave vyrazu pre E aj D(2.03) a VII(3.17), VII(3.20). Postup pri vyjadrovani vektorov D,H
pomocou f[m je obdobny. V bezstratovom prostredi ( x = 0) nadobudnu rovnice VII(3.23) a aj vyrazy VII(3.24) pre vektory

B,E resp. D,H isty druh symetrie. MdZe sa stat, e niekde v odbornej literature najdete magnetizaény Hertzov vektor
zavedeny inym spdsobom a preto aj inak zviazany s vektorovym a skalarnym potencialom (aj tieto budi samozrejme iné).
Dotkli sme sa uz moznosti takej vol'by vektorového potencialu, aby bolo ¢,, (F) =0 ( pozri diskusiu za V11(3.4) ), kedy je na

zaklade splnenia Lorentzovej podmienky VI11(3.7), divﬁw (F)=0. Ponechajme index M, a uvazujme o moznej definicii
Hertzovho vektora, ktory, na rozdiel od predchadzajicho pripadu, ozna¢ime ako I:IM . KedZe je teraz divAw =0, ni¢ nam
nebrani zopakovat' predchadzjiici postup v zmysle VII(3.1), kedy sme vyuzili rovnost divB =0. Nech

A, (F,t) =rot I, (F,t) VI1.(3.25)
tym je vSetko vyrieSené, lebo pri vol'be VII(3.25) bude identicky splnena rovnost’ divAM =0 a ostava len dokazat, ze aj
I:IM spiia vinovii rovnicu. Dokaz je jednoduchy, dosad’'me VII(3.25) do VII(3.8) uvazime, Ze jo =0 a po zamene operacii

vZ , 0lot resp. &% /6t? s operaciou "rot" dostaneme rovnost

atZ
ktora je iste splnena, ak je nulovy vyraz v zatvorke (¢o tu chceme dokézat’). Uvedena rovnost’ moze byt’, pravdaze, splnena aj
za inych okolnosti, ak bude ale sti¢asne splnena aj rovnost,

~ -
rot[VZﬁM — KU aI;tM —g,ua My, J:O

atz

je divergencia aj rotacia tej istej vektorovej funkcie (uvedenej v zatvorke) nulova, v I'ubovolnom (t.j. v kazdom) bode

. -
diV(sz{M — KU al;t'v' —&u o1, J: 0

priestoru ¢o jednoducho znamend, Ze aj samotna funkcia je viade rovna nule a Hertzov vektor I1,, vyhovuje vInovej rovnici.

Platnost’ poslednej rovnice plynie zo vztahu ¢,, = —diVI:IM a z vopred vysloveného predpokadu nulovosti funkcie ¢, =0 .
Ako sa mozno presvedcit’ priamo vykonanim naznaéenej operacie, je posledna rovnica splnena preto, lebo kazdy jej Clen je
nulovy (pritom divV?Il,, =V-V-VII,, = V?V-II,, = V?divIl,, ). Podobnou tpravou, ako v predoslych pripadoch,
nachddzame vztahy vyjadrujice vektory pol'a pomocou fIM (r,t)

E =—rot al;t“" , B = —rot rot I1,, VI1.(3.26)

Vsimneme si dolezity rozdiel, kym pri zavedeni I:Im pomocou Aﬂ,(pm bolo nutné aby J, =0 ( tj. musi byt x=0), pri
zavedeni II,, pomocou AVI , oy (kde ale ¢, =0) sme ni¢ podobné pozadovat’ nemuseli, t.j. mohlo byt J, #0J (tj.
x #0). Opit’ zdoraznime, Ze v kaZdom pripade sa v rieSenej oblasti predpokladd absencia voInych nabjov tj. g, =0 a
nulova hodnota prudov od vonkajsich zdrojov J, =0. Vyznam Hertzovych vektorov ocenime najmé pri rierieSeni takych

Giloh, ako je vyzarovanie antén, (pozri ¢ldnok 5. V kapitole VIIL), alebo pri vySetrovani vedenia elektromagnetickych vin
pomocou tzv. vinovodov.



